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LTI SUSTAVI U DISKRETNOM VREMENU



LTI sustavi u diskretnom vremenu

U mnogim primjenama, dinamika sustava se odvija u diskretnom vremenu.
® ekonomija ~ cijena goriva/tecaj na dnevnoj/tjednoj bazi;
e digitalni sustavi ~~ stanja se mijenja iz takta u takt procesora;
® digitalizacija kontinuiranih procesa ~~ lsim; digitalni zapis slike/zvuka.

Definicija (LTI sustav u diskretnom vremenu)
Za zadane matrice A € R"*", B € R"™™, C € RP*", D € RP*", te za zadani ulaz ug, uy, . . .,
formulama
Xkr1 = AXxx + Buk, Xo zadan
Yk = Cxx + Duy.
zak =0,1,2,...opisan je LTI SUSTAV U DISKRETNOM VREMENU, zapisan u PROSTORU

STANJA.
Niz (X4 )k zovemo STANJA SUSTAVA, a (yk )k Zovemo IZLAZ SUSTAVA.

Teorija ovih sustava je posve analogna kontinuiranom slucaju, kao i pojmovi koji se
pojavljuju, no karakterizacije svojstava su tipicno nesto drugacije.



LTI sustavi u diskretnom vremenu

U control toolboxu:

# Diskretni LTI sustav.
# dt je vremenska razlika izmedu susjednih koraka (realan broj).
sys_t = ss(A, B, C, D, dt);

# Slucajno generirani stabilni diskretni LTI sustav.
sys_t = drss(n, p, m);

Teorem

Stanja i izlazi diskretnog LTI sustava su dani sa:
k—1
Xy = AkXo =+ ZAkili[BU,',
i=0
k—1 .
Yk = CA% + (O CA“*'Buy) + Duy.

i=0



Dohvatljivost, upravljivost, osmotrivost

Definicija

Stanje X je DOHVATLJIVO ako, uz xo = 0, postoji k € Niniz ug, us, ..., ux—; takvida x, = X.
LTI sustav, odnosno, par (A, B) je UPRAVLJIV ako je X dohvatljivo za svaki x € R”.

Sustav je OSMOTRIV ako postoji k takav da, na temelju uo, . . . , Ux_1, Yo, - - - , Yk moZemo
jednoznacno odrediti xo.

Par (A, B) je upravljiv ako i samo ako rank C(A, B) = n, gdje je
C(A,B) = [B AB A’B ... A" 'B] MATRICA UPRAVLJIVOSTI.
C
CA
Par (C,A) je osmotriv ako i samo ako je rank O(C, A) = n, gdje je O(C,A) =
oAt

MATRICA OSMOTRIVOSTI.

Uocimo da je za osmotrivost ponovno dovoljno promatrati samo autonomni sustav
Xi+1 = Ak,

Yk = CXk.



Dohvatljivost, upravljivost, osmotrivost

Teorem (PBH test)

Diskretni LTl sustav je
* upravljivakkorank [ A— X B | =n,zasve A € C.

® osmotriv akko rank [ A _CM ] =n,zasve A € C.

Teorem

@ Nekajedim C(A, B) = r, gdje je C(A, B) = Im C(A, B). Tada postoji T takva da
A=Tart= | Au A B=1B=| B , gdjeje A1y € R™", B € R™X™, te
0 An 0
(Aw1, B1) je upravijiv.
~+ FORMA UPRAVLJIVOSTI.

@ Neka jerank O(C,A) = r. Tada postoji T takva da A = TAT* = [ 2“ 7\0 ],
21 22
C=CcT'=[C 0] ,gdejeAn € R, C; € RP, te (C1,An) je osmotriv.
~~» FORMA OSMOTRIVOSTI.



Stabilnost

Definicija

Za diskretni LTI sustav promotrimo pridruZeni autonomni sustav

X1 = Ax,
tj. pretpostavimo ux = 0za k € No. Sustav je INTERNO STABILAN ako za sve xo vrijedi
Xk —k> 0.

Teorem

Diskretni LTI sustav je interno stabilan ako i samo ako sve svojstvene vrijednosti od A leze u
unutrasnjosti jedinicne kruznice u C.

Matrice A Ciji spektar lezi u unutrasnjosti jedini¢ne kruZnice zovemo DISKRETNO STABILNE
ili D-STABILNE.



Stabilnost

Teorem

Neka je M > 0. Tada je A d-stabilna ako i samo ako jednadzba
AXAT —X+M=0
ima jedinstveno rjesenje X i ako za njega vrijedi X > 0.

Gornju jednadZbu zovemo STEINOVA ili DISKRETNA LYAPUNOVLJEVA jednadZba.
Eksplicitno rjesenje:

X =" AMA"".
k=0
Python:

X = dlyap(A, M);



Definicija

Neka je A d-stabilna matrica.
Pp = Y52, A“BB"(AT)* zovemo DISKRETNI GRAMIJAN UPRAVLJIVOSTI.
Q = 3.2, (AT)C" CA* zovemo DISKRETNI GRAMIJAN OSMOTRIVOSTI.

Teorem
Neka je A d-stabilna matrica.
@ Py je rjeSenje Steinove jednadZbe AXAT — X + BB = 0.
Vrijedi: Pp > 0 ako i samo ako je (A, B) upravijiv.

@ Qo je rjeSenje Steinove jednadzbe ATXA — X + C'C = 0.
Vrijedi: Qp > 0 ako i samo ako je (C,A) osmotriv.



Frekvencijska domena

Ulogu Fourierove transformacije preuzima tzv. Z-transformacija.
® Niz (ux)kez preslikava se u i = Z(u).
® (i:C — Cjedanformulom
i(z) = Z uz "

® Inverzna Z-transformacija je dana formulom

Uy 0(2)7dz,

“oomi J;
gdje je I zatvorena kontura oko ishodista.

Teorem

Za diskretni LTl sustav vrijedi: (z) = G(2)0(z).

Ovdje je G(z) = C(zI — A)~*B + D FUNKCIJA TRANSFERA.

Za diskretne sustave, “frekvencijski odziv” za frekvenciju w odgovara funkciji transfera
izraéunatoj u tocki z = e na jedini¢noj kruZnici. T=vremenski korak diskretizacije.

Python:

f
H

evalfr(sys_t, z); # Vracéa funkciju transfera izracunatu u tocki z.
tf(broj, naz, dt); # Zadavanje LTI pomocu funkcije transfera.
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Sustav zatvorene petlje - Feedback kontrola

Cilj kontrole sustavom zatvorene petlje:
® Odrediti K takav da je spoj G i K interno stabilan (uz eventualnu optimizaciju).

| ® SustavG:
Ue | 6 Y X1 = Ay + Bug;
Yk = Cx¢ + Duy.
® Kontroler K:
Vi Uy Xir1 = Ax + n‘?iflk7
K Vi = Ch + Dl

Staticki state feedback:

® Y =xk = Uy,

* Yu=ur =K ~A=0B=0C=0,K=0D.
Spoj GK:

® Xer1 = (A+ BK)xk

® Cilj: A+ BK je d-stabilna.

11



Stabilizabilnost, opazivost

Par (A, B) je D-STABILIZABILAN ako postoji K takva da je A + BK d-stabilna matrica.
Par (C,A) je D-OPAZIV ako postoji L takva da je A + LC d-stabilna matrica.

Teorem
Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
@ Par (A, B) je d-stabilizabilan.
@ Zasve X € Cvrijedi: |\| >1 = rank[ A=A B ] =n.
® Ako je \ svojstvena vrijednost od A, |\| > 1, a x lijevi svojstveni vektor za ), onda
X*B #£ 0.
Slicno, par (C,A) je d-opaziv ako i samo ako za sve A € C vrijedi
A= ]
C

Al >1 :>rank{

12



Diskretni LQR problem

Diskretni LQR problem:

* Odrediti Umin koji minimizira J(u) = Y~ (x; Qxk + ugRui) za zadane matrice Q, R, te
Xi41 = AXy + Buy.

Neka je (A, B) d-stabilizabilan i (Q, A) d-opaziv.
RjeSenje diskretnog LQR problema je dano sa uy = Kxi, gdje je
K= —(R+B'XB) 'B'XA,
a X je jedinstveno poz. semidefinitno rjeSenje DISKRETNE RICCATIJEVE JEDNADZBE
ATXA — X +Q —A'XB(R+ B'XB) 'B'XA = 0.
Sustav zatvorene petlje
Xk+1 = (A + BK)Xk

je d-stabilan, a J(Umin) = X¢Xxo.
Python:
# Vraca -K 1z gornjeg teorema, tj. A-BK je d-stabilan.

[X, Lam, K] = dare(A, B, Q, R);
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DISKRETNI KALMANOV FILTAR



Nedostatak LQR:

® moramo imati pristup svim stanjima (y = x);

® jedno rjesenje: dodati promatrac koji (e napraviti aproksimaciju.
Opceniti problemi kod implementacije kontrolera:

¢ greske u modeliranju sustava, vanjske smetnje u inputu;

e greske u mjerenju outputa y.

Pristupi koji uzimaju gore navedene greske u obzir:

A | Izdvojimo sve greske u podsustav A; sada pret-
postavljamo da je modelirani sustav G savrsen.

0 > cilj: dodati kontroler koji stabilizira G za sve
“malene” A.

q > obicno se gleda Hoo-norma
G ~> problem H . sinteze.

@ Stohasticki model

> greske i smetnje se dodaju u jednadzZbe kao slucajne varijable;
» stanja sustava postaju takoder slucajne varijable.

15



Stohasticki diskretni LTI sustav

Pristup @ ~- 2. semestar
Pristup @ ~- Kalmanov filtar

Sustav koji opisuje stanja je stohasticki:
Xey1 = AX + Bug + Fwy, FeR™™ w, € R™.
Ovdje:
® wy je slucajna varijabla (Sum);
® opisuje npr. vanjsku smetnju i ostale elemente na koje nemamo utjecaj;
® pretpostavit ¢emo da ima normalnu distribuciju.
Uz ove pretpostavke ¢e Kalmanov filtar dati optimalnu aproksimaciju stanja.
® Ako wy nije normalna ~~ daje najbolju linearnu aproksimaciju.
Pretpostavljamo samo slucaj “bijelog Suma”:
® wy je nezavisna od wo, Wi, ..., Wk_1.

® wy je nezavisna od xo.

16



Stohasticki diskretni LTI sustav

Sada je i stanje x, takoder slucajna varijabla!

brzina

/\‘ Xk

Xi_1 -
| porzicija,
@ /@ Xe = [ brzinay ]

]E[Xk_l] E[Xk]

pozicija

Iz jednadzbe stohastickog LTI sustava:
® Ako znamo distribuciju od wy, moZemo ju odrediti i za x.
® Uz bijeli Sum wy, ovo je Markovljev proces:
P {xks1 | Xo, X1y oy X} = P {Xhs1 | Xu}-
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Multivarijatna normalna razdioba

Definicija

Sluéajni vektor x = [x1, X2, ..., Xs]" € R” ima MULTIVARIJATNU NORMALNU RAZDIOBU
ako postoji slucajni vektor z € RY, matrica A € R"™ ¥, te vektor 1 € R” takva da

X=Az+ pu,
gdjejez = [z1, z2, ..., z]', tez; ~ N(0, 1) nezavisne slucajne varijable.

Pisemo x € N (i, X), gdjeje = = AA".
Vrijedi:

® E[x] = p~> ocekivanje;
° E[(x — p)(x — )] = E[[(x — w)( — 1))]5] = T ~ kovarijacijska matrica.

Propozicija

Neka je dan stohasticki diskretni LTI sustav takav da slucajne varijable xo i wy imaju
multivarijatnu normalnu razdiobu, za svaki k € N .
Tada slucajna varijabla x, takoder ima multivarijatnu normalnu razdiobu, za svaki k € N.

18



Problem filtriranja

Dodatno, uz jednadzbu LTI sustava imamo mjerenja (output) koja daju informacije o
sustavu. Mjerenja (senzori) mogu biti nepouzdani.

Scenario koji nas zanima:

e Sustav se utrenutku k (k = 0, 1,...) nalazi u nepoznatom stanju x;"“°.

® Imamo samo indikaciju (dobru ili ne) o vjerojatnosnoj razdiobi tog stanja:
X ~ N (e, Z).
® Vjerojatnosni model sustava je:
Xk+1 = AXi + Buy + Fwy, Wy ~ ./\/‘(07 ZW), pE— E[WkW[],
Y1 = Cxey1 + DUpsr + Virr, Ve ~ N(0, %)), &y = E[Vk+1V[+1]~
Ovdje slucajna varijabla v,; modelira nepouzdanost senzora.
* Utrenutku k + 1imamo stvarno otitanje senzora (mjerenje) yftS, nastalo na temelju
stvarnog trenutnog stanja sustava x5
Sada imamo dvije potencijalno konfliktne vrijednosti za yj1:
@ Nas model za izlaz stohasti¢kog LTI sustava olekuje E[yx1].

@ Stvarno oditanje senzora je yis.

19



Problem filtriranja

Zadatak:

® Natemelju mjerenjay,

true
k+1

prilagoditi parametre distribucije slucajne varijable xy;.

® Drugim rijeima, zanima nas sljedeca funkcija gustoce:

true true
f(Xk+1|y0:y0 Yi=Yr .-

brzina

vk

-

3 4 pozicija

true
3 Ykl = Yit1)-

Intuicija:

Imamo automobil koji se giba
konstantnom brzinom.

e — [ pozicija, }

brzinay
Imamo GPS koji mjeri samo poziciju
(neprecizno):

true

Vi + V.

U trenutku 0 imamo samo y§“¢, pa brzina
mozZe biti bilo Sto.

_ s i true
= pozicija,

Slika prikazuje mogucu distribuciju stanja
Xo (crveno).

20



Problem filtriranja

Zadatak:
° Na temelju mjerenja y;V$ prilagoditi parametre distribucije slu¢ajne varijable xi.1.
® Drugim rijeima, zanima nas sljedeca funkcija gustoce:

Frn [ Yo =0 1 = Vi, Vi = Yidh)-
brzina r
4 s .
3 ;*, v Intuicija:
a(t’;o' ® Pomocu modela (konstantna brzina) u
2 - S .
o iduéem koraku imamo:
1 g ozicija, + dt - brzina
. *“ X1 = { Pose kbrzinak ‘ ] T Wit
] Jﬂ" 2 3 4 pozicija e Natemelju modela moZemo izratunati
distribuciju stanja xy1.
-2 . . . P .
¢ Slika prikazuje mogucu distribuciju stanja
-3 x1 (plavo).
—4

21



Problem filtriranja

Zadatak:
® Na temelju mjerenja yf{fl prilagoditi parametre distribucije slucajne varijable xy1.
® Drugim rijeima, zanima nas sljede¢a funkcija gustoce:

true true true
X [ Yo = Yo Y1 = Y1 o5 Ykt1 = Yis1)-

brzina wh,

4 f y Intuicija:

3 }‘ ® No u trenutku 1imamo novo

9 2 (nepouzdano) mjerenje yie,

*.3." ® Slika prikazuje:
1 ol p ]
r Pl » mogucu distribuciju stanja x;
& 2 3 4 pozicija dobivenu pomo¢u modela (plavo);

_14:’?5 » mogucu distribuciju stanja x
-2 temeljem mjerenja (zeleno).
-3 ® Nakon mjerenja vidimo da se stanje x;
—4 nalazi u presjeku plavog i zelenog!
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Problem filtriranja

Zadatak:
° Na temelju mjerenja y;V$ prilagoditi parametre distribucije slu¢ajne varijable xi.1.
® Drugim rijeima, zanima nas sljedeca funkcija gustoce:
s [yo = ¥6™ 1 = Y™, oo e = Vi)

brzina

4

3 ’ Intuicija:

2 e Uzimajudi u obzir i stanje dobiveno

1 modelom i mjerenje, moZemo dobiti

- puno bolju informaciju o mogucoj

1 1 2 3 4 pozica  jistribuciji stanja!
2 ¢ Slika prikazuje distribuciju

3 flalyo = y5",y1 = yi*°) (crveno).
—4
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Izvod Kalmanovog filtra

cilj:
[ ]
[ ]

true

Odrediti PDF f(Xit1 | Yo = Yo', y1 = YA, . Vi1 = VilS)-
Pokazuje se da je to ponovno multivarijatna normalna razdioba (bez dokaza)!
Sa x ~ N (uk, k) oznadimo slud. varijablu s tom razdiobom koraku k.
Sada moramo odrediti parametre g1, X1 za X1 ~ N (1, Tht1)-
Predikcija: Sto jednadzbe sustava daju za stanje u iduéem koraku?
Stavimo:

Bir1 = A+ Bug + Ay, Fier ~ N (ks Shen)s fikrs, Thor =7

true

Zasad ne uzimamo mjerenje y, ' u obzir.

Ocekivanje:
fikr1 = E[Ax + Buk + Fwy] = E[Ax] + E[Bu] + E[Fwy]
= AE[x«] + Buy + FE[wy]
= A + Bug.
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Izvod Kalmanovog filtra

@ Predikcija: 3to jednadzZbe sustava daju za stanje u iduéem koraku?
K1 = Axi + Bug + Fwg,  Sipn ~ N(fikrn, Za),  flesr, Zhgn =7

true

Zasad ne uzimamo mjerenje y, ' u obzir.
Ocekivanje: fig.1 = Ak + Buy.

Uvedimo odstupanje:
8kt1 i= Xur1 — flky1 = AXk + Buk + Fwy — Apy — Buy = Aex + Fwg,
gdje je ex = Xk — k.
Matrica kovarijacije:
i1 = E[(Rirr — ferr) Fsr — fks1) '] = E[Bra8 1]

= E[(Aek + ka)(Aek + FWk)T]

= E[Aeke[AT + FwelAT + AeywiFT + FWkW[FT]

= AE[exe]AT 4 FE[wyef]A” + AE[eswy]FT + FE[wyw;]F"

= [Wk, e nezavisne = E[wie;] = E[wi]E[ef] = O]

= AT AT + FE,F .
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Izvod Kalmanovog filtra

@ Procjena mjerenja: $to jednadZbe sustava daju za izlaz u iduéem koraku?
)
Vir1r = i1 + Duigr + Vi1, Y ~ N(ﬁl}:Jrh ):ZH): ﬁz+l7 ZI};JA =7

Zasad ne uzimamo mjerenje y;'-$ u obzir.

Ocekivanje:
ﬂZH = E[Vi41] = E[CRit1 + Dupsr + Viy1] = CE[Riqa] + Dupgr + Efviq]
= Cliks1 + Duyq:.
Uvedimo odstupanje:
élt+1 = Vky1 — ﬂZﬂ = C(Rug1 — fikt1) + Vip1 = C8hi1 + Viey1.
Matrica kovarijacije:
iZﬂ = E[éZ+1(éZ+1)T] = E[(C&«t1 + Viy1)(CEui1 + Vk+1)T]
= [Bk+1, Vi1 Nezavisne]
= CE[&118(:1]C" + E[Vit 1]

=5+ 5.
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Izvod Kalmanovog filtra

© Filtriranje
> Sada traZimo razdiobu za x4 koja uzima u obzir i ono Sto daje model sustava
(X1, Jiet1) 1 0n0 Sto daje mjerenje yiVS, t. uvjet i = yis.

> Ranije smo spomenuli da e traZena razdioba biti normalna:
Xi41 ™~ N(Mk+17 zk+1)-

> Vrijedi:
X1 = Xiy1 + Kk+1()’lt<r-¢‘ii — Vit1) -
—————
korekcija
Ovdje je Ki41 tzv. KALMANOV GAIN. Odredujemo ga iz uvjeta

Ef[Xc1 — pga 7] — min.
To daje optimalni estimator stanja uz nase pretpostavke (Gaussov Sum).

> Ako wy, vk nisu Gaussove, ova procedura daje tzv. najbolji linearni estimator za
Xk+1-
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Izvod Kalmanovog filtra

© Filtriranje: X1 = Kerr + K (VGT — i)y EllXers — i [|!] — min.

Ocekivanje:
i1 = Efxiga]
= Elfics1 + Kir (Vi3 — )]
= Jigs1 + Kiy1 (yg-:ii — E[fis1])
= fiksr + Kirr (ViHS — fiier)
= figs1 + Kk+191¥+17
gdjeje elt+1 = y}(rii - ﬂlt—%—l-
Odstupanje:
€1 = Xk+1 — Mk+1
= i1 + Kt (S — Fiern) — fiwer — Kern (ViES — k)
= Xiy1 — Kir1Vir1r — fiwsr + Kk+1ﬁz+1
= &1 — K18
= &1 — Kir1(Coryr + vira)
= (/ — Kk+1c)ék+1 — Ki1Vit1-

28



Izvod Kalmanovog filtra

© Filtriranje: X1 = Kerr + K (VGT — i)y EllXes — i [|!] — min.
Ocekivanje: fux1 = fikr1 + Kir1€f4:-
Odstupanje: ex1 = (I — Kik41C)8y1 — Kip1Vit1-

Matrica kovarijacije:
2pp1 = E[ek+1el+1]
= E[((/ - Kk+1c)ék+1 - Kk+1Vk+1)((/ - Kk+1c)ék+1 - Kk+1Vk+1)T]
= [k+1, Vks1 N€Zavisne]
= (I = K1 O) BBk 1184 (| — Kit1C)' + K1 B [Vies1viya K
= (I = K310 Eh1 (1 = K1) 4 K1 Tk
= ik+1 - Kk+1Cik+1 — ik+1CTK;+1 + Kk+1Cik+1CTKZ+1 + Kk+1ZVKIZ+1~
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Izvod Kalmanovog filtra

© Filtriranje: X1 = X1 + Ker (VS — Pirr)s - EllXess — pusa]] = min.
Ocekivanje: pui1 = fikrr + Kr1€f4-

Matrica kovarijacije: B .
Y1 = Lig1 — Kiy1C8ppr — Zk+1CTK[+1 + Kk+1C):k+1CTKkT+1 + Kk+1szZ+1.
Cilj optimizacije:
Ellxe1 = pal”] = B[O — piess) (err — parn)]
= E[trace((xkr1 — Mk+1)T(Xk+1 — pu+1))]

= Eftrace((cs1 — pirs1) (et — paag) )]
= [trag je linearna funkcija]

= trace X1 — min.
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Izvod Kalmanovog filtra

© Filtriranje: X1 = i1 + Kt (VGS — inn)s Ell[Xesa — piera][*] = min.

Cilj optimizacije: r’pin trace Xyy1.

k+1
Trebat ée izracunati 8”%;*“- Vrijedi (9 = derivacija po Xj):
O trace(AX -
% = [0y trace(AX)]; = [0y ;(AX)H]U
n n
= [0y Z ZAequ]ij =il =A",
£=1 k=1
Otrace(XA) T
GHaceM) _ A7,
ox
Otrace(AX")  Otrace(XAT) A
X - X -
.
‘%%)((XAX) = 2XA, Asimetri¢na.

Vidi i Wikipedia: Matrix calculus.
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Izvod Kalmanovog filtra

(3) Filtriranje: X1 = Xk + Kk+1()’1t<r-¢lﬁ — 1), E[lXerr — Nk+1||2] — min.

Matrica kovarijacije: N B
Yip1 = Lpgr — Kig1Cxpqr — zk+1CTK;I+1 + Kk+1czk+1CTK[+1 + Kk+1szZ+1-

Imamo:
Otrace X1

Koo = *ikﬂcr - ik+1CT + 2Kk+1Cik+1CT + 2Ki1 2y
= 2510 + 2K 1 (CE4nCT + L))
=0,
pa slijedi
Kiyr = ikﬂCT(CikHCT + Zv)fl.
Jednostavniji izraz za matricu kovarijacije:
Y= (- Kk+1c)ik+1(/ - Kk+1C)T + Kk+1szZ+1
= (I = Kir1O)Ehs1 — (I = Kig1C) Zr1CTKisr + Kisr ToKig
=(I- Kk+1c)ik+1 + (—ikﬂCT + Kk+1(Cik+1CT +X))) KII+1

0

= (I = Kip1C) 1.
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Kalmanov filtar za diskretne sustave

Algoritam (Kalmanov filtar za diskretne sustave)

Nekajexo ~ N(/.Lo, Zo).

fork =0,1,2,...
@ Propagacija stanja:
i = Ak + Buy % - =
)N:kii = AT [ R~ Nk )
= w
(2] Inkorporlranje mjerenja yy'S:
/Lk+1 = Cfik+1 + DUy
true ~Y

ek+1 Yier1 = Hiera
Kiy1 = Zk+1c (Czk+lc a4 zv) !
Perr = fikrr + Kirrehpy
- ~ >
T — (l . Kk+1c)zk+1 Xk+1 N(Mkﬂa k+1)

Stvarno stanje sustava aproksimiramo sa xf{fl R [bkt1-
end
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KONTINUIRANI KALMANOV FILTAR



Kontinuirani Kalmanov filtar

Direktni izvod Kalmanovog filtra za kontinuirane LTI?
® Zahtijeva napredna znanja iz statistike.

® Nas izvod: diskretni KF + limes kada vremenski korak T — 0.

Model stohastickog kontinuiranog LTI:
x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Fw(t), w(t) ~N(0,Xv),

y(t) = Cx(t) + Du(t) + v(t),  v(t) ~N(0,%,),
gdje su w(t), v(t) nezavisne.

Diskretna varijanta ovog sustava (za “male” T):

X« =~ x(T-k), k=0,1,... X1 = (I +AT)x + BTuy + Fwy
(T k) =~ e = Yk = O+ Duy+ v,
ue = u(T-K) we ~ N(O,T-%u), v~N(01%,).
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Kontinuirani Kalmanov filtar

Xk+1 = (/ +AT)Xk + BTuy + Fwy, wy ~ ./\/(07 T- ZW),

1
Yk = X + Dug + i, Vie~ N (0, =2).
Sada uvrstimo ovaj sustav u formule za diskretni KF:
O K1 = 2107 (C1CT + 35,) F povladi
1K1 = T4 O (TCE 1 CT + ) 7! paimamo:
.1 - - .
PLT‘O(?Kk+1) =305t l;mO Ki1 = 0.
@ Matrica kovarijacije za propagaciju stanja:
Yo = (1 + ATk (I + AT) 4+ FTE,FT
=+ TAZ, + LA + FEuFT) + O(T%)
= [iz prethodnog koraka: & = (I — KkC)ik]
= (I — KkC)Ek + T(A( — KiC) X + (| — KiC)LkAT + FEWFT) + O(T?).
Slijedi:
1, ~ -1 - - -
2 — 20 = —KChi+ (AU — KOk + (1 = KC)SA™ + FEWFT) + O(T),
ik = }Ir’ﬂ0 ;(ik+1 - ik) = —ikCTZV_ICik + (Aik + ikAT + FZWFT).
—
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Kontinuirani Kalmanov filtar

Dakle, uz T — 0, moZemo definirati funkciju X takvu da je ¥(T - k) ~ ¥, za koju vrijedi
S(t) = —(t) - CTE,1C- (t) + AX(t) + (A" + FL,F,
uz pocetni uvjet X(0) = %o, gdje je x(0) ~ N (10, Xo)-

Ovo je tzv. DIFERENCIJALNA RICCATIJEVA JEDNADZBA.
® Samo X ovisi o t, sve ostalo su konstante.

t—oo

o Ocekujemo X(t) = const, tj. da se rjesenje X(t) stabilizira, pa 3(t) == = o.
® Uz X(t) = X = constse gornja jednadzba svodi na

AL +3A - . CT5;'C- T+ FE,F =0.
® Ovo je obi¢na algebarska Riccatijeva jednadzba s nepoznanicom X.
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Kontinuirani Kalmanov filtar

Inkorporiranje mjerenja za diskretizirani sustav iz diskretnog KF:
i1 = ks + Kirr€hia

= fiks1 + K1 (Vi — Cllikss — Dugy)

= (I+ AT)puk + BTug + K (Vi — C(1 + AT) g — CBTU — D).
Slijedi:

%(MkJrl — k) = Ak + Buy + %Kkﬂ(y}ﬁ:i — Cpuk — Dugyy — CT(Ap + Buk)),

pa pustanjem T — 0 imamo:

fu(t) = Au(t) + Bu(t) + Z()CTE (V™ () — Cu(t) — Du(t))

= Ap(t) + Bu(t) + K(O)(y"™*(t) — A" (1))

Ovdjeje K(t) := X (t)C"=,* Kalmanov gain, te fi' (t) := Cu(t) + Du(t) o€ekivanje
vrijednosti mjerenja nakon faze propagacije.

Uodi: K(t) je moguée izraCunati unaprijed, prije bilo kojeg mjerenjal
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Kontinuirani Kalmanov filtar

Sada stanje aproksimiramo ocekivanjem:

X () ~ X (8) = p(x),
a vrijednost izlaza o&ekivanom vrijednosti mjerenja: yxr(t) := ' (t).

KONTINUIRANI KALMANOV FILTAR je dan sa:
X () = Axir () + Bu(t) + K(6) (Y™ (£) — yre (t)),

Yre(t) = Cxer(t) + Du(t).
Ovdje je:
° K(t) = X(t)C"x,* Kalmanov gain.
® Y (t)jerjedenje diferencijalne Riccatijeve jednadzbe.
Najcesce u praksi uzimamo:
° K(t)=K=XC"x%, "

° ¥ =care(A’,CT,FL,F', ¥,) je rjedenje algebarske Riccatijeve jednadzbe.
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LQG kontrola

Problem linearno-kvadrati¢no-Gaussove (LQG) kontrole:

e Zelimo stabilizirati sustav za koji nemamo dostupno o¢itanje njegovog stanja (nego
samo mjerenja izlaza) i pritom minimizirati zadani kvadrati¢ni funkcional J(u).

® Mijerenja sustava su podloZna Gaussovom sumu v ~ N(0, X, ); model sustava je
takoder stohasticki s Gaussovim vanjskim smetnjama w ~ N(0, Z).

® Pocetno stanje sustava je opisano ocekivanjem i matricom kovarijacije normalne
distribucije: xo = xkr(0) ~ N (10, Xo)-
Rjesenje:
@ Estimaciju stanja sustava na temelju mjerenja radimo pomoéu Kalmanovog filtera.
@ Dobivenu estimaciju stanja zatim koristimo u LQR kontroli za minimizaciju J(u).

\W_,
e
Uext u yE

A

KF

XKF true

LOR
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Zadatak

Nastavljamo s primjerom stabilizacije invertiranog njihala pomocu LQR kontrole.
Realnija situacija:
® LQR-kontroler nema pristup svim stanjima x, nego samo nekom izlazu y
~~ LQR-kontroler moZe dobiti samo aproksimaciju stanja X ~ x na temelju u, y.
® Kod njihala: y(t) = [x(t), 0(t)]".
® Dodatno: Sum “u modelu” w ~ N(0, 0.04/4), Sum u mjerenju v ~ A(0,0.01/,).
(tj. w(t) generiramosaw = 0.2xrandn(4),av(t)sav = 0.1lxrandn(2))

@ Ugradite Luenbergerov promatrac P u sustav &ZEELED (uz zamjenu P umjesto KF):
xp(t) = (A+ LC)xp(t) + Bu(t) — Ly(t).
Ovdje smo pretpostavili D = 0 u jednadzbi sustava G.
A + LC treba biti Hurwitzova ~~» smjestite joj polove u {—0.4, —0.5, —0.6, —0.7}.

Napravite simulaciju koja ukljucuje Sum v, w:

> Isim nema tu moguénost;
» Zbog toga sami radimo diskretizaciju LTI sustava i manualno simuliramo.
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Zadatak

@ Diskretizacija LTl sustava
x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Fw(t), xi =~ x(dt - k), uy, wi
y(t) = Cx(t) + Du(t) + v(w), yi =~ y(dt- k), vi.
Uoti: uy = uP* — uf.
Koristimo aproksimaciju derivacije podijeljenom razlikom unaprijed:

% = AXi + Buy + Fwy.

Diskretizirani sustav G:
X1 = Xy + dt - (Axy + Buy + Fwy)
Yir1 = Cxky1 + DUy + Vi
Promatrac i kontroler daju, analogno:
)(,':+1 =xf +dt- ((A+ LC)x,f + Buy — Lyx)
U1 = Kigr * Xpa-
Ovdje feedback K;gr izrac¢unamo s parametrima originalnog, kontinuiranog modela
sustava G.
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Zadatak

@ Zamijenimo Luenbergerov promatra& Kalmanovim filterom, tj. napravimo LQG
kontrolu:

X (£) = Axr (t) + Bu(t) + K(y™(t) — yie (¢))
yre(t) = Cxie(t) + Du(t)
ux(t) = Kiorxke (t)
Nakon diskretizacije:
X =X+ dt - (AT + Bug + K™ = i),
Vi1 = O + Dy,

K KF
U1 = KiorXky1-

Usporedite rezultat dobiven Luenbergerovim promatracem i Kalmanovim filterom:
® Je li sustav stabiliziran u oba slucaja?
® Kakve su performanse kontrole (koliko su “velika” stanja)?
® Koliko xp, xkr 0dstupaju od stvarnog stanja x?
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